О построении топологических солитонов (2 + 1) - мерного уравнения Шредингера с потенциалом Бома и степенным законом нелинейности by Жестков, С. В. & Новашинская, В. С.
P
o
lo
ts
k
S
U
8 «ЕРУГИНСКИЕ ЧТЕНИЯ–2014»
кусочно-гладкой границей ∂Ω. Пусть τ = (τ0, τ1, . . . , τn) — единичный вектор внешней
нормали к поверхности ∂Ω.
В ограниченной области ∂Ω зададим дифференциальное уравнение относительно
неизвестной функции u(x) вида
Lu ≡
(
∂
∂x0
+
n∑
i=1
bi
∂
∂xi
)(
∂2
∂x20
+
n∑
j=1
aj
∂2
∂x2j
)
u + L1(x,D)u = f(x), (1)
где
L1(x,D)u = p0(x)
∂u
∂x0
+
n∑
k=1
pk(x)
∂u
∂xk
− λ(x)u.
Здесь ai, bi i = 1, . . . , n – постоянные, коэффициенты полинома L1(x,D)u, произ-
водные ∂pi(x)/∂xi (i = 1, . . . , n) измеримы и ограничены.
Обозначим через L0(τ) = (τ0 + b1τ1 + . . . + bnτn)(τ
2
0 + a
2
1τ
2
1 + . . . + a
2
nτ
2
n). В обла-
сти Ω рассмотрим уравнение (1) относительно функции u(x), которая удовлетворяет
однородным граничным условиям
u
∣∣∣
∂Ω
= 0,
∂u
∂τ
∣∣∣
∂Ω−
= 0, (2)
где ∂Ω− — часть границы ∂Ω, в точках которой L0(τ) < 0.
Наряду с задачей (1), (2) рассматривается и соответствующая ей сопряженная.
При некоторых дополнительных условиях на коэффициенты оператора L, которые
являются достаточными, методами функционального анализа доказывается в обоб-
щенной постановке однозначная разрешимость уравнения (1) в произвольной области
при наличии простейших граничных условий (условий типа Дирихле). Имеет место
следующая теорема.
Теорема. Если выполняются условия:
1) ai 6= 0, i = 0, 1, . . . , n;
2)
∂p0(x)
∂x0
+
∂p1(x)
∂x1
+ . . . +
∂pn(x)
∂xn
+ 2λ(x) > 0,
то для любых u и v из H10 (Ω) справедливы неравенства
‖u‖H1
0
(Ω) 6 c‖Lu‖H−1
0
(Ω), ‖v‖H10 (Ω) 6 c
∗‖L∗v‖H−1
0
(Ω),
где постоянные c > 0 и c∗ > 0 не зависят от функций u и v.
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Известно [1], что киральное уравнение Шредингера с потенциалом Бома является
неинтегрируемым уравнением. Поэтому для его исследования в [1] использовались
вариационный метод Хи и численные вычисления. Возникает вопрос о существовании
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Уравнения в частных производных 9
математических моделей уравнения Шредингера с потенциалом Бома, допускающих
точные солитонные решения, в частности, в виде топологических солитонов.
В настоящей работе рассматривается (2 + 1) -мерное НУШ вида
iut + a1(uxx + uyy) + a2|u|
2mu = i
[
a3u + a4|u|
2mu + a5u
|u|xx
|u|
+ a6u
|u|yy
|u|
]
, (1)
где aj, j = 1, 6 — произвольные действительные числа, m > 0. Солитонное решение
уравнения (1) строится в виде
u(t, x, y) = I(t, x, y) exp{iξ}, ξ = k1x + k2y + ωt + ϕ, (2)
где I(t, x, y) — неотрицательная волновая функция, k1, k2, ω, ϕ — параметры со-
литона. Поставляя (2) в (1), найдем систему определяющих уравнений относительно
неизвестной волновой функции I(t, x, y). Решение полученной системы строится в
виде
I(t, x, y) = f(η), η = α1x + α2y − vt + ψ, (3)
где f(η) — неизвестная волновая функция, α1, α2, v, ψ — параметры солитона.
Подставляя (3) в систему определяющих уравнений, найдем два дифференциальных
уравнения относительно неизвестной функции f(η), которые при выполнении соот-
ношения
v = 2a1(k1α1 + k2α2) (4)
совпадают по форме. Поэтому в качестве искомой функции f(η) можно взять анзац
вида [2]
f(η) = A tanhµ η, η > 0, (5)
где A — амплитуда солитона, µ > 0 — неизвестный параметр. Подставляя (5) в
полученные дифференциальные уравнения относительно f(η), найдем законы рас-
пространения топологического солитона (2), (3), (5)
µ =
1
m
= 1, ω = −a1(2α
2 + k2), A2 = −2α2
a1
a2
, A2 = −
2Γ
a4
, a3 − 2Γ = 0, (6)
где α2 ≡ α21 + α
2
2, k
2 ≡ k21 + k
2
2, Γ ≡ a5α
2
1 + a6α
2
2, если коэффициенты уравнения (1)
удовлетворяют условию
a1 < 0 ∧ a2 > 0 ∧ a4Γ < 0. (7)
Теорема. Для того, чтобы уравнение (1) при m = 1 имело решение в виде
топологического солитона (2), (3), (5) необходимо и достаточно, чтобы выполня-
лись соотношения (4), (6), где коэффициенты aj, j = 1, 6, удовлетворяют усло-
вию (7).
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